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CAP ITOlO II I
8. Traslazioni di un semigruppo.
Dato un semlgruppo S, per ogni elemento a di S si possono definire
due applicazioni, e Da' nel seguente modo:
Vs e S
Per convenzione scriviamo À
a
come un'applicazione sinistra (cioé si
pone a sinistra della variabile) e 0a come un'applicazione destra (cioè
si,pone a destra della variabile).
l'applicazione À
a
ta ad a, l'applicazione
ciata ad a.
si dice traslazionE interna sinistra di S associa-
si dice traslazione interna destra di S asso-
In un semigruppo S un'applicazione sinistra À : S ~ S si dice trasia-
zione sinistra di S sse À(st) = (Às)t VS,t e S; un'applicazione destra
° : S -'-S si dice traslazione destra di S sse (st)p = s(to) Vs,t e S;
una traslazione sinistra e una traslazione destra ° si dicono traslazio-
ni associate sse s(H) - (so)t VS,t e S.
Osserviamo che la traslazione interna sinistra è una traslazione sinistra,
la traslazione interna destra è una traslazione destra, ed esse sono tra lo-
ro associate. Infatti abbiamo:
= (À s)t
a
Va,s,t e S
essendo À (st) = a(st) = (as)t - (À s)t;
a a
2) (st)oa = s(to
a
) Va,s,t e S
essendo (st)oa = (st)a = s(ta) - s(to
a
);
3) s(;À t) = (so )t
a a
\/a,s;t e S
essendo s (À t)
a
= s(at) = (sa)t - (so )t.
a
L'insieme di tutte ie coppie (J..,ol di trasiazioni sinistre e destre as··
sociate si dice ..!.!:Jviluppo tras'lazio.naJ~ di S e si indica con Q( S) .
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Esso è un semigruppo, con la moltiplicazione cos, definita
(>"p)(:I',p'); (:I:I',pp))
dove :1:1' rappresenta la composizione delle applicazioni sinistre :I e :l'
(applicando prima :l' e •p01 :I),mentre pp' rappresenta la composi zio-
ne delle applicazioni destre
Infatti abbiamo:
p , p' (applicando prima •p e p01 P , ) •
1) (:I,p),(>.',p') e 11(5) =) (>.,p)(:I',p') ,e'I1(S)
Di m.
:1:1' è una traslazione sinistra, infatti VS,t e S
- :I«>.'s)t) ; (:I(>.'s))t ; (>.:l's)t;
ì,:I'(st) - >.(:l'st) -
pp' è una traslazione destra, infatti Vs,t e 5 (st)pp' - «st)p)p' -
; (s(tp))p'; s«tp)p'); s(tpp');
:1:1' e pp' sono tra loro associate, infatti Ifs,t e S s(U't)-
- s(>.(:I't)) ; (sp)(:I't) ; «sp)p')t ; (spp')t.
Se ne conclude che (>.,p)(>.',p'); (:I>",pp') e 11(5).
2) (>.,p),(:I',p'),(:I",p") e O(S) ;;;) «:I,p)(>.',p'))(:I",p") - (>',p)«:I',p')(:I",p")).
Di m.
(:I,p)(:I',p'~(>''',p'') ; (U',pp')(:I",p") ; ((;\.:l')>''',(pp')p'') ;
- (>'(:l':I''),p(p'p'')); (ì"p)(>.'>.",p'p"); (:I,p)(>.',p')(>.",p")).
Consideriamo ora l'applicazione che ad ogni elemento a e S aSSOC1a (\,Pa)
che, per quanto visto prima, è un elemento di I1(S) e verifichiamo che tale ap-
plicazione è un omomorfismo, infatti V a,b e S
perché
v s eS: - :I (bs) - a(bs) - (ab)s -
a
e
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In generale tale omomorfismo non è un monomorfismo, infatti può accadere
che, presi a,b e S, con a ~ b, risulti À = À
a b e
Ad esempio se S è un semigruppo con almeno due elementi che siano annul-
latori, a e b, con a F b, allora \Ix e S, per la definizione di annullatore,
ri sulta che ax = xa = O e bx = xb = O, cioé = À x eb
Vale però il seguente
LemlT'3 8.1. Se a e b sono elementi di un semi gruppo regolare (*) S, al-
lora
Oim.
À = À
a b e implica a = b.
a'
Siano a,b e S t.c.
inverso di a e
Àa = Àb e Pa
b' lnverso di
= Pb. Poiché S è regolare esistono
b, cioé a = aa'a e a' = a'aa: e
b - bb' b, b' - b' bb '. A11 ora sa rà
a = aa'a - À (a 'a) - Àb(a'a) - b(a'a),
a
b bb'b Àb(b'b) >, (b'b) a(b'b), •- - - _. OSS1a
a
3(a'a)eS ~' a - b(a 'a) e .3 (b'b) e S j' b - a(b'b), pertanto
(**)
a ll\ b • Inoltre
-b inverso di b.
b - bb'b
~(bb')eS
a - aa'a - (aa')P
a
= (aa')Pb - (aa')b,
- (bb')Pb = (bb')p - (bb')a, ossia 3(aa')eS.' a=(aa')ba (**)
.' b = (bb')a, pertanto atb . A11 ora si ha anche che
(***) -
una proposizione sui semi gruppi regolari a inverso di a e
e
(**)~ , e per
- - - -t.C. aa = bb e aa = bb.
(*) Un semigrupo S si dice regolare sse Va e S -jx e s 3' a = axa.
(**)./.,G..,'W, sono le relazioni di Green, così definite: Va,beS: a~b <o> S1 a=S1 b
a:Rb <=>aS 1 = bS 1i a'Jl:b<=>a'ib -e- a((b.
(***) v. [4J Prop. 4.1. pago 49.
- 5 -
Per comodotà possiamo supporre di avere scelto a;b' tali che godano
- -delle proprietà di a e b, cioé t.c. aa' = bb' e a 'a = b'b.
Allora a = aa'a = ab'b = b.
c.v.d.
9. Teorema di Pietrich.
Prop. 9. 1. Se $ è un omomorfismo da una banda rettangoalre I l x
(*)
Al
in una banda rettangolare 12 x A2, allora esistono due applicazioni
Lc.
(9.1) .
Viceversa, per ogni applicazione $l',: I, -+ 12 , {: Al -+ A2 , la formula
(9.1) definisce un omorrorfismo
Dim.
Sia $: 11 x Al -+ 12 x A2 un omomorfismo. Fissato \1 e A1 e 1/ X1 e 11
definiamo nel seguente modo:
(*) Vedo Parte l: definizione pago 1, Lemma 1.13 pago 10.
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Analogamente, fissato i, e I, e V s, e A definiamo
te modo:
c ",r l
"'f' ne segue~,
•
Allora V(x"s,) e I, x A, risulta
c.v.d.
Viceversa se q, è un'applicazione definita dalla (9.') allora essa è un
ri sul ta
Corollario 9.'.
S · .;' f . . .. t' (*) d""" . . d t .(*)lano "-, '<1..2 semlgruppl zerO-Sln1S n e "", ''''2 semlgruppl zero- es n
Se q, è un omomorfisnn della banda rettangolare :t 1 x d{, nella banda rettan-
golare 12 x' R,2' allora esistono gli omomorfismi q,Q, :{, "';[2' cj>r : <R, +\R2 t.c.
(9. 2)
Viceversa per qualsiasi omomorfismo
(9.2) definisce un omomorfismo q, da :.t,
(*) Vedo Defin. Parte I pago ,.
x R,
-.f2, { : ~,
ini2 x ~2'
.,. iR,2' la formula
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Dim.
Sia <P un omomorfi smo da i 1 x R1
• :t 2 x tR2 , allora per la Prop. 9.1ln
esistono due applicazioni ~ : i 1 -> '2 <pr : ~1 -> !R,2 t.c.<P e
(~1·r,)<p ~ r V(~1,rl) el 1 x tft1.- (~1 <P ,r,<p )
Tali applicazioni <p~,<pr sono due omomorfismi. Proviamolo per <p~,
. . é h ( ') ~ ~ , ~prOVlamo C10 c e ~li1 <P = ~1<P ~1<P .
è un semi gruppo zero-sinistro, quindi
Infatti, essendo
ed essendo
i 1 semi gruppo zero-sinistro, si ha che
(~1~;)<P~ = ~l<P~t;<pi, come volevamo dimostrare.
Il viceversa è ovvio.
Se un semigruppo 5 è espresso come semireticolo di semigruppi comple-
( *)
tamente semplici 5 0.' indiciHi in Y, e se 0.' se Y e o. >S, allo-
ra si ha che
So. Ss :::.. 5 o.S = 5 S , 5SSo.:::.. 5 So. = 58 .
Da cui se c e So. e x e Ss segue che c x,x c e Ss . Dunque per ogni
elemento c e So.
in Ss
si possono considerare le applicazioni À
c
definite al solito modo
e p
c
da
). x=cx
c
e xo = x c.
'c
Tali applicazioni sono la traslazione sinistra e la traslazione destra
di 58 associate, e l'applicazione che ad ogni elemento c e 50. associa
~ ~ ) e O{5 S) è un omomorfismo da So. nell 'inviluppo traslazionale dic c
5S ,Q(SS)'
Consideriamo ora una banda rettangolare I x ti ,dove I è un semi-
gruppo zero-sinistro e ti
l'inviluppo traslazional e.
è un semlgruppo zero-destro, e determiniamone
(*) Un semi gruppo 5 è cmmpletamente semplice sse è regolare e Va,beS:ax _
=bx e xa = xb ==> a = b.
À(i,\1) ~ À[(i,\1)(i,\1)] = (perché À è
~ [I. (i , \1 )l (i, \1) = (i * , \l" )( i , \1) = (i*, \1 )
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Sia una traslazione sinistra di I x h , allora
una traslazione sinistra)
(perché I è zero &inistro
e h è zero-destr0)
dove abbiamo, per ora, posto À(i ,\1) - (i*,I1").
Inol tre per ogni I;; in A
Così l. determina un'applicazione q,: I -+- I (che scriveremo come ap-
plicazione sinistra) t.c.
v i;, eh (9.3)
Viceversa per ogni applicazione sinistra q,: I -+- I la formula (9.3) de
finisce una traslazione sinistra di I xh.
Analogamente ogni traslazione destra p della banda rettangolare I xii.
determina ed è determinata da un'applicazione destra tjJ : A -+- h t.c.
(9.4)
Osserviamo che se l. , definita dalla (9.3), è una traslazione sinistra
di I xl\ e P , definita dalla (9.4), è una traslazione destra, allora
V(i,\1), (j,v) e I xl\ •
•
(i,\1)[À(j,v)] = (i,\1)(q,j,v) = (i,v)
[(i,\1)p](j,v) = (i,\1\j!)(j,v) = (i,v)
e
Pertanto ogni coppia (I. ,p) è tale che l. e p sono traslazioni asso-
ciate. L'applicazione f che alla coppia (:\ ,p) associa la coppia (q"tjJ), do-
ve q, è determinata da I, e 11) è determinata da p , è evidentemente bìiet
tiva; inoltre è un omomorfismo tra l'inviluppo traslazionale Il (l,A) e il
prodotto cartesiano ~*(I) x~(A) del semi gruppo :)*(I) delle applica-
zioni sinistre di I in I e del semi gruppo 6(A) delle applicazioni destre
di A in 1\, vale cioé la seguente uguaglianza:
filI, p)(À',p'))= f( \p)f'( À',p').
Infatti si ha che
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f (C\, p)( À' , P' )) = f( n' ,pp') e
f( À,p)f(À',p') = (oj>,'J! Xrp','J!') = (oj>oj>',1J.:1jJ') = f(ÀÀ',pp'), perché
Y(i,I;), (x,\J) e I xA risulta chiaramente che
ÀÀ' ( i ,I;) = (oj>oj>' i ,I; ) e (x ,)J ) pp' = (x,)J1jJ1jJ') •
Consideriamo ora una generica banda B e supponiamo di aver espresso
B ccme,semireticolo di bande rettangolari E, a e Y; possiamo porre
a
x A
a
Ya€ Y.
Se > S abbiamo già visto che Va e E esiste una • •a coppla aSSOCla
a
ta (Àa,Pa) di traslazioni sinistra e destra di E • Inoltre 1 'appl icazione
f
t. c .
-+ ( \. ,p a ) è un omomorfismo da E • Sì (ES) •a 1 n
a
Come primo risultato sul1 'inviluppo traslazionale di una banda rettango-
lare si può affermare che ogni elemento a e E
a
determina un'applicazione
sinistra a<P : I -+ I e un'applicazione destra
BBS
secon-
do la seguente formula:
( 9.5)
Più in generale si può dire che, se Cf, ~ B , abbiamo un omomorfismo
Va eE
B
oj> :
a , B
•
•
E
a
-+ ~*(IB) x :)(A)
a a
a oj> a ,8 = (oj>B' 1jJS) •
così definito
Se B= a ese a=(i,\J) a11 ora
a(xa,E;a) = (i ,)J) (xa,l;a) = (i ,I;a) , (xa,I;Cf,)a = (xa,E;a)(i ,f.ll = (xaJJ.l) .
Quindi l'applicazione oj>(i,\J): I -, I ha la proprietà che rp(i,\J)x - i
a a a a c(
YXa e la . Ana 1ogamen te E;a 1jJdi, \J) =)J VE;a e \ .
Così se indichiamo con <X> il valore costante di .un'applicazione co-
stante X , possiamo scrivere:
<<I> (i,\1) > _ i
a
< ,lo (i, \1) > _
, ' 't'a (9.6)
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che a e E , b e ES ,
Ci
E , dove y = aB.
y
Allora se pon1amo ab = (i ,~ ), segue che:y y
- (i ,~ )(x ,~ ) - (i ,~ )y y y y y yabz = (ab)z
Consideriamo ora in B un prodotto più generale. Precisamente supponiamo
e z = (x ,~ ) sia un elemento arbitrario diy y
e anche
•OSSla
abz - a(bz) = a [b(x ,~ )Jy y
(i ,~ ) = (.a.bx ,~ ) .y y y y y y
x , i; )y y
Ne deduci amo che l 'appl icazione sinistra
che
Vx I .a b •e •
.y x 1• -Y Y Y Y Y
I ha la proprietà
y
cioé che a b è ' l' .•• un app 1caZloney y costante di valore costante
•1
Y
•
Ragionando analogamente per zab possiamo dimostrare che l'applicazione
destra a b di Il valore costante Così otteniamo i l prodot-ljJ ljJ assume ~ •y y y Ya ljJ~ b bdi b • funzione delle applicazioni nelto a e ln
·Y , ,$ , ljJY segue.':!.Y,
te modo
(9.7)
Se allora pensiamo a11 'omomorfismo <I> come "noto", la formula (9.7) mo
a,13
stra come il prodotto ab di due elementi arbitrari di B è determinato da
questo omomorfismo.
Vediamo ora che risultati si ottengono moltiplicando il prodotto ab a
destra per un el emento d = (x6'~6) e E6 ' dove 6 < al3.
Allora, da una pa rte abd - (ab)d - (.~bx6'~6)' dall 'altra abd - a(bd) -
a( b _ a b quindi che ab a b (9.8)- .éx6'~6) -(.6.6xo'~6)·Se ne deduce </>6 ·6<1>6••
Analogamente, calcolando i due valori di dab Sl giunge alla formula
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(9.9)
Formuliamo ora il teorema di Petrich (1967).
Teorema 9.1.
una famiglia di bande rettango-Sia Y un semiretico10 e sia {E la e Y}
a
1ari a due a due disgiunte con insieme di indici Y. Per ogni a ,Sla
E = I x A , e per ogni coppia di elementi a,S di
a a a
<l>a,S : E
a
-+ 1* (Is) X';1(AS) un omoroorfismo t.c. Va e
Supponiamo anche che
Y t,c. a > S, sia
a a
Ea : a<l>a,s = (q,s,\)Is) .
(i) se a - ( i , u) e E , a11 ora rpa \)la sono applicazioni costanti, e
a a ' a
<q,(i,u) > , q/ i, u) >l , U •- - ,
Cf. a
(ii) se a e SN' b e So e aS =y , allora q,aq,b e \)!a\)lb sono app1ica-
u" y y y y
zioni costanti;
(l'l'l') se <~a ~b > 'd' t ,<",a 'f,b > allora~ ~ Vlene ln lca o con J e ~ ~ con v,y y y y
V o < y q,(j,v) = q,a <j>b I(i,v) _ ",a \)Ib .
o o o' \Ilo - ~o 6
Sia B = U {E la e Y} e definiamo il prodotto di , E b , ESa ln e lna a
,
modo ;o, b = a b a b A11 ora (8,*)ln questo , a (<<p q,y >,# \)I >), dove y = aB. è,
una banda, l e cu i " y(*) yy EJ -classi sono le bande rettangolari •a
Viceversa ogni banda è determinata in questo modo da un semiretico10 Y da
una famigl ia di bande rettangolari E = I x A con insieme di indici in Y,
a a a
e da una famiglia di orooroorfismi
disfacenti (i),(ii),(iii).
( .,B e Y,a > 8) sod-
(*) La 1 è la relazione di Green così definita:se S è un semlgruppo Va,beS
a~b <==> S1aS1 = Sl bS 1
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Dim.
La condizione sufficiente è vera grazie alla formule (9.6) e (9.9).
Per provare la condizione necessaria dimostriamo prima che la moltiplica-
Z10ne '~" data è associativa.
Se a e E
a
' b e EB e c e Ey sono elementi arbitrari di B, e se
aB = 6, By - c e a6y=E;, sarà:
a b a b
a * b = « .6 .6> , <*6 *6 » - (j,v) e
b * c = « .b .c >, <*b *c » _ (k,TT) •
c c c c
A11 ora
c.v.d.
Osserviamo che se a = (i,~) e b = (j,v)
lora dalla definizione di "*" segue che:
appartengono entrambi ad E , al-
a
inoltre per la proprietà (i) e per le proprietà delle applicazioni costanti
sinistra e destra, risulta
<I (i ,~) ><w, (j,v»=(i>, 'Ila a
Questo coincide esattamente con il prodotto di a e b in una banda rettan-
golare E . In particolare segue che a*a = a
Ci
e così B è una banda.
Proviamo ora che le ,}-classi di B sono tutte e sole le bande rettango-
l ari E
a
,
Osserviamo intanto, che presi a e E
a
' b e ES e posto
per quanto visto prima, che
y - aB risulterà,
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con i e I ey y \} e li ,y y
per CUl a * b e E . Allora se ne deduce chey
E
a
Ora consideriamo due elementi a,b e B t.c. a ~ b. Allora esisteranno
E e
a
e
, u e E~, v e E
11
t.c. b - x*a*y e
con opportuni elementi di Y.
- S", allora, per
a = (u*b)*v e ES" ,e
çs=S',S'ne
(x*a)*y e E
a"
b =
a"a' E:6a.;;a ' ,Se poniàmo
l'osservazione precedente, sarà
quindi a*b e Ea"S" •
Cioé se due elementi di B sono ~-equivalenti allora essi stanno in uno stesso
E , con y opportuno elemento di Y.
y
Viceversa, se due elementi di B
si sono ~-equivalenti.
stanno i n uno stesso E ,y e Y, allora es-
y
Infatti da a ,be' E , E banda rettangolare, segue chey y
b = b*a*b, pertanto a ~ b.
Il teorema di Petrich è così completamente provato.
